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Résumé 



Cet article est le troisième d'une série de trois articles consacrés aux 
images directes d'isocristaux : ici nous considérons des isocristaux surconver- 
gents avec structure de Frobenius. 

Pour un morphisme propre et lisse relevable nous établissons la surconver- 
gence des images directes, grâce à des relèvements du Frobenius et au premier 
article. Ce résultat répond partiellement à une conjecture de Berthelot sur la 
surconvergence des images directes des F-isocristaux surconvergents par un 
morphisme propre et lisse. 

Abstract 

Tliis article is the tliird one of a séries of three articles devoted to direct 
images of isocrystals : here we consider overconvergent isocrystals with Fro- 
benius structure. 

For a liftable proper smooth morphism we establish the overconvergence 
of direct images, owing to the first article and the existence of lifts of Fro- 
benius. This resuit partially answers a conjecture of Berthelot on the over- 
convergence of direct images of overconvergent F-isocrystals under a proper 
smooth morphism. 
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Introduction 



Cet article est le troisième d'une série de trois articles consacrés aux 
images directes d'isocristaux. Ici on étudie les images directes des F-isocristaux 
dans le cadre «surconvergent». Par rapport à [Et 7] ([Et 5, chap II]) on ajoute 
donc une structure de Probenius : tout le problème est d'obtenir de «bons» 
relèvements du Probenius. 

Soient V un anneau de valuation discrète complet, de corps résiduel 
k = V/m de caractéristique p > 0, de corps des fractions K de caractéristique 
et d'indice de ramification e, et -S" un A;-schéma affine et lisse. Sur la base 
S, la question du relèvement du Probenius est résolue par le diagramme 
(1.2.4), qu'il s'agit ensuite de «tirer en haut» par le morphisme propre et 
lisse f -.X^ S. 

Dans le cas oia / est relevable, on arrive à effectuer en parrallcle des 
relèvements du Probenius et des bons choix de compactifications. D'oii le 
théorème de surconvergence des images directes dans le cas relevable [théo 
(2.1)] : le point clé est de montrer que le Probenius, sur les images directes 
surconvergentes, est un isomorphisme ; par le théorème de changement de 
base on est ramené à la même propriété dans le cas convergent vue dans [Et 
8, (3.3.1)] ou [Et 5, chap III, (3.3.1)]. Dans le cas oii / est projectif lisse 
relevable, ou X intersection complète relative dans des espaces projectifs sur 
S, abordés au §3, ou fini étale au §4, on construit comme dans [Et 7, §3] 
ou [Et 5, chap II, §3] des foncteurs sur la catégorie des F-isocristaux 

surconvergents [théorèmes (3.1) et (4.1)]. 

Lorsque / est propre et lisse et que de plus 

(i) ou bien / est génériquement projectif relevable, 

(ii) ou bien / est génériquement projectif et X est intersection complète 
relative dans des espaces projectifs sur S, 

on utilise les résultats de [Et 8] : on est ainsi amené à supposer k parfait, 
e ^ p — 1 et à se restreindre à des F-isocristaux plats. Grâce aux propriétés 
de descente étale des F-isocristaux surconvergents de [Et 4] et à la pleine 
fidélité du foncteur d'oubli de la catégorie surconvergente vers la catégorie 
convergente, établie par Kedlaya [Ked 2] , on prouve encore la surconvergence 
des images directes [théo (3.2)]. 

Dans le §5, oii / est supposé seulement plongeable, on procède différemment : 
comme il n'y a plus de relèvements globaux du Probenius comme précédemment 
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on utilise la fonctorialité des images directes pour construire un morphisme 
de Probenius ; il reste alors à prouver que c'est un isomorphisme. Par un 
résultat de Berthelot il suffit de voir que tel est le cas dans la catégorie 
convergente : le thcorcmc de changement de base et un résultat de Bosch- 
Giintzer-Remmert [B-G-R] nous ramène à le vérifier aux points fermés de 
S, pour lesquels l'assertion est connue [Et 8, (3.3.1.18)] ou [Et 5, chap III, 
(3.3.1.18)]. Pour / plongeable on a ainsi des foncteurs images directes sur la 
catégorie des F-isocristaux surconvergents [théo (5.2)]. 



1. Frobenius 

1.1. On fixe dans ce paragraphe 1 un entier a G N* ; on pose g = p". Pour 
tout fc-schéma S on notera Fs le Frobenius de S induit par la puissance q 
sur le faisceau Os- 



On fixe un relèvement o" : V — > V de la puissance q sur A; à la manière de 
[Et 4, I, 1.1]. 

Si S est lisse sur /c et e ^ p — 1, on notera F"-Isoc^(S'/-ft')piat la sous- 
catégorie pleine de F"--lsoc\S/ K) formé des objets dont l'image par le fonc- 
teur d'oubfi 

F"-Isoct(5/X) — > F"-Isoc(5/X) 
est dans F"-Isoc(^/i^)piat (cf [Et 8, 3.1] ou [Et 5, chap III, 3.1]). 

1.2. Soit S un /c-schéma affine et lisse. En utilisant les notations du [Et 
6, théo (3.1.3) (3)] ou [Et 5, chap I, théo (3.4)(3)] il existe une V-algèbre lisse 
A telle que Spec A relève S et un V-morphisme fini ijj relevant le Frobenius 
Fs, s'insérant dans un diagramme commutatif à carrés cartésiens 



Spec Bt ^ Spec B Z' 



(1.2.1) 



Spec At 



Spec A 



JZ 



011 les j sont des immersions ouvertes, est fini,'0r est fini et plat, et Z est 
un V-schéma propre, normal. 
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Soit Â le séparé complété m-adique de A : c'est aussi le séparé complété 
de At, et on a un isomorphisme [Et 6, théo (3.1.3) (2) (i)] ou [Et 5, chap I, 
théo (3.4) (2) (i)] 

Bt ®At Â ~ Ê ~ i 
tel que dans le diagramme commutatif à carrés cartésiens 



PB 



(1.2.2) 




Spec Ât = SpecÂ Spec A ^—-^ Z 



if est un relèvement de F5. 

Le morphisme diagonal Spec A — > Spec A Xy Spec A est une immersion 
fermée, donc Spec A est isomorphe à son image schématique A par ce mor- 
phisme. Considérons l'image schématique de A par le morphisme composé 



Spec Â Xy Spec Â Spec A Xy Spec B ^ — > Z Xy Z' ; 

P=Pa^Pb 3zX3zi=3 

notons A (resp. Z") l'image schématique de A (resp. de A) par pA x ps 
(resp. par jz x jz')- L'immersion ouverte j induit une immersion ouverte 
j1:A^Z"[EGA I, (5.4.4)]. 

Montrons que p(Â) = A. Quitte à décomposer la V-algèbre lisse (donc 
normale) A en somme de ses composantes connexes, on peut supposer A 
intègre, donc intégralement clos : ainsi A est intégralement clos [Et 6, prop 
(1.6) (4) (iv)] ou [Et 5, chap I, prop (1.6) (4) (iv)]. Soit I l'idéal àe Â®yÂ 
définissant A = Spec{A®yA/ 1) : comme À est intègre, / est un idéal premier. 
L'image de A par p est donc l'ensemble des idéaux premiers de A^yB conte- 
nant p{I) : c'est donc Spec{A^x)B/p^^{I)) oh p : A^yB ^ Â(g)vÂ induit p; 
comme c'est déjà un sous-schéma fermé de Spec A XySpec B, il est égal à A. 

En remarquant que Pn — P mod m""'"^ est l'identité, pn induit un isomor- 
phisme 
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{Spec Â mod m"+^) ^(Â mod m"+^) ^(A mod m'^+^). 

Pn 

Notons alors S, Z, Z' , Z" les schémas formels associés respectivement à 
Spec A, Z, Z', Z". Ce qui précède fournit un diagramme commutatif à carré 
cartésien 



Z 



(1.2.3) 




011 Z est propre sur V et normal et tp est fini [Et 6, théo (3.1.3)(3)] ou 

[Et 5, chap I, théo (3.4) (3)] ; est un relèvement fini et plat du Frobe- 
nius Fs] jz,jz',jz" sont des immersions ouvertes induites respectivement 
par jz,jz',jz"', i est l'immersion fermée induite par l'immersion fermée 
Z" ^ Z Z'; vz,vz' sont des morphismes propres par composition de 
morphismes propres. 

Avec les notations de [Et 7, (2.3.1) (2)] ou [Et 5, chap II, (2.3.1) (2)] soit 
Vx = Spm Ax : il existe Aq > 1 tel que, pour 1 < A ^ Aq, Va est lisse sur K ; 
notons H^j; = ^-/(V^v) et W'^ = v-^^{W'^). 

Puisque (V\)a décrit un système fondamental de voisinages stricts de Sk 
dans Zk-, alors {W'xlx décrit un système fondamental de voisinages stricts de 
Sk dans Z'^^ [Et 7, prop (2.1.2)] ou [ Et 5, chap II, prop (2.1.2)]. Comme 
vz' est étale au voisinage de S, il existe Ai > 1 tel que pour tout A, 1 < 
A ^ Al ^ Ao, on ait un isomorphisme W'^ ^ induit par vz' [B 3, (1.3.5)]. 
De même vz qui est étale au voisinage de S, induit un isomorphisme entre 
un système fondamental de voisinages stricts de Sk dans Z'^ et un système 
fondamental de voisinages stricts de Sk dans Zk '■ par composition il existe 
II, 1 < /X ^ A ^ Al, et un morphisme fini Fx^ rendant cartésien le carré 
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(1.2.4) 




où les flèches horizontales sont des immersions ouvertes et V\ est lisse sur K. 



2. Cas relevable 



Théorème (2.1). Soient S un k-schéma lisse et séparé et f : X ^ S un 
k-morphisme propre et lisse. On suppose qu'il existe un carré cartésien de V- 
schémas formels 



(2.1.1) h h 

• f 

de réduction mod m égale à 



(2.1.2) 




où S est propre sur V, h est propre, h est propre et lisse et les j sont des 
immersions ouvertes. 



Soit E e F''-Isoê{X/K) etÈ = £ son image dans F°'-Isoc{X/ K) . Alors, 
pour tout entier i ^ 

(1) Ei := R'U^^{X/S,E) e F«-Isoct(5/K) 

(2) Soient = j^{Ei),£i = R'U„^{X/S,£) et 0e, : F^ Ei ^ E^, 
(f)£. : Fg Si ^ Si les isomorphismes de Frobenius. Le diagramme com- 
mutatif d 'isomorphismes ci-dessous définit (j)^. et permet les identifica- 
tions canoniques 



7 



J± F| iî7ng*(X/5, i?7ng*(X/5, E) 



Démonstration. L'image inverse F* Ei par Probenius s'obtient [B 3, (2.3.7)] 
en appliquant le foncteur de changement de base 

(7* : lsoc\S/K) — > Isoc^(5(«V^) 

puis le foncteur image inverse par le Probenius Fs/k '■ S — > 5"^^^. 

Comme a est fixé on notera F* E = Fg E. Il nous reste donc à définir l'iso- 
morphisme de Probenius 0^. de E^. 

Quitte à décomposer 5* en somme de ses composantes connexes il suffit 
de définir sur chacune de ces composantes connexes. Soit S'a un ouvert 
affine d'une composante connexe Sq de S : comme le foncteur 



F"-Isoc^(So/ir) — > F'^-lsoc^Sa/K) 

est pleinement fidèle [Et 4, théo 4], il suffit de définir 0^. sur Sa- 

Soit js^ : Sa — Spec Aq ^ S l'immersion ouverte et A une V-algèbre lisse 
relevant Aq. D'après (1.2.3) on a un diagramme commutatif de V-schémas 
formels de type fini, à carré cartésien 
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(2.1.3) 




où Sa — SpfÀ, Sa est propre sur V, v-^' et sont propres, Fa est un 
relèvement fini et plat du Probenius Fs^ de Sa, Fa est fini et les j sont 
des immersions ouvertes. Notons j^^ : := Sa S — > Ta ■= Sa Xv S 
l'immersion ouverte et ûa '■ Ta — ^ Sa^Va '■ Ta — ^ S les projections; soient 
Ta (resp. Ta) la réduction de Ta (resp. Ta) mod m et Sa l'image schématique 
de Sa plongé diagonalement dans Ta '■ 




jg^ est une immersion ouverte et les i des immersions fermées. On a alors un 
diagramme commutatif à carrés verticaux cartésiens 
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(2.1.4) 




Ainsi on a une suite d'isomorphismes 

jk R'friAX/S,E)^R'U,^4XjS,j*^^E) [[Et 7, théo (3.4.4)] ou [Et 5, chap II, théo(3.4.4)]] 
(2.1.5) ~ v*^^R^U,^{XjS,rx^E) [B 3, (2.3.6), (2.3.2) (iv)] 

^R'UiA^jXjhE) [[Et 7, théo (3.4.4)]]. 
On est donc ramené à construire un isomorphisme de Frobenius sur 

R'UiUXa/7â,J*x„E) e ïsoc\Sa/K). 
A partir du carré commutatif 



T 



FaXl=:F-= 



déduit de (2.1.3), et du carré cartésien 



10 



OÙ les flèches j sont des immersions ouvertes, on forme les diagrammes com- 
mutatifs à carrés cartésiens 



(2.1.6) 

Xa y^^ 3;, 




(où ia et ir^ sont des immersions fermées), et 



(2.1.7) 



■x^ 



Al) 

J a 



■x'„ 



fc 



f 

J a. 



q C. 



. O' c. 



3s' 



■ye 



a 



■r 




D'après [Et 7, théo (3.4.4)] ou [Et 5, chap II, théo (3.4.4)] on a un iso- 
morphisme 
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(2.1.8) F^R^f^ ,,,,{XjT^,j*^^E)^R^fi%{xi'/'-^/r',,7r*^^ f^^E). 

Notons v^^ := Vg^ x I5 : = S'^ Xy 5 ^ = 5^ Xy 5 et v^^ := 

v-g' X I5 : = 5^ Xy <S ^ 7^^ = Xv <S ; de (2.1.3) on déduit un dia- 
gramme commutatif 




011 les j sont des immersions ouvertes et ^ Xx une immersion. 

On a un diagramme commutatif dont les carrés verticaux sont cartésiens, 
de même que le carré horizontal (T) en bas à droite 



(2.1.9) 




D'après [Et 7, (3.4.4)1 ou [Et 5, chap II, (3.4.4)1, „ induit un isomor- 
pliisme 

(2.1.10) i?7^U* i^^'^'-^/K, jxE)^R'f'^\,* {X^"'-)/ri, TT^^ r^E) : 

en effet on peut appliquer [loc.cit.] car le morphisme propre VTp , étant étale 
au voisinage de ^q,, il induit [B 3, (1.3.5)] un isomorphisme entre un voisinage 
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strict de ]5'q,[77=" dans T et un voisinage strict de ]S'q,[77=' dans T'^^. 

Notons la réduction de T^, mod m, la réduction de v^^ mod m et S'^ 
l'adhérence schématique de dans T''^ ; on a un diagramme commutatif oii 
les carrés (\) et vl) sont cartésiens 



(2.1.11) 




où les j (resp. les i) sont des immersions ouvertes (resp. fermées). Posons 

Soit : X'I^ È'Il l'image inverse de : l^' ^ par %' : È'I^ ^ S'^. On 
a un diagramme commutatif 



;^(,/5„)C ^^///C .y/^ 



(2.1.12) 
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Je// 



ptii 

J a 



QIIIÇ_ 



■T" 

a 



9 ^ 



oià les j (resp. les i) sont des immersions ouvertes (resp. fermées). Comme 
vy est étale au voisinage de Sa et que Va est propre on déduit de [B 3, théo 
(1.3.5)] que i^^^ induit un isomorphisme entre un voisinage strict de ]'S'q;[:5='/ 

dans ]S'^[y" et un voisinage strict de ]/5'a[5=^ dans J/S'af^^. Par suite [Et 7, 
théo (3.4.4)] induit un isomorphisme 
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(2.1.13) /^''-^^. 3xE)^R'fZ.A^^'''-V'ra,^x. 3xM 

Par composition des isomorphismes (2.1.8), (2.1.10) et (2.1.13) on obtient 
un isomorphisme induit par tix^ : Xa^^"^ — > 

(2.1.14) 

F*, R^farig*{Xa/Ta;jx^E). 

Si l'on prend l'image inverse de cet isomorphisme par : T' 
on voit aisément en suivant les diagrammes précédents que l'on obtient l'iso- 
morphisme en cohomologie convergente, induit par ttx^ '■ 

(2.1.15) F^R^U conAXa/%,rxJ) ^ R'fitnAX^'^'-)/%,K^ fxj) 

OÙ l'on a, comme pour (2.1.5), un isomorphisme 

(2.1.16) rs^R'U^,*{X/S,S) ^ R^fa cony*{XjTa,rx^S). 

Si Fg^ désigne le Probenius (puissance q) de Sa, on notera Xa^^"^ le 
produit fibré défini par le diagramme à carré cartésien 




Le calcul de rig* (^^^^'^"V'^a; ^x,, 3x^E) étant indépendant de la com- 
pactification de X^'^'^") choisie [B 5, (3.1.11), (3.1.12), (3.2.3)], nous choisi- 
rons dorénavant xi^^*^"^ [C-T, § 10] comme compactification de X*^^/*") au 
lieu de X'^. Considérons le diagramme commutatif 
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^ y{q/Sc.) 



T • 



il) 



Fx^/Sc. définit par fonctorialité [B 5, (3.1.11) (ii), (3.1.12) (i)] ou [C-T, 
(10.5.2)] un morphisme 



(2.1.17) 



R'fa rig* {Xa/Ta, jx„ F^E) 



Par image inverse par : Ta ^ Ta il fournit le morphisme en cohomo- 
logie convergente, induit par Fx^/Sc 



(2.1.18) F*^/5^ : R'fl^\,^AX^'"-V%.^x^ 3xf) - R'L conv*(^a/7;, F*^ fx^S). 

Enfin, l'isomorphisme de Frobenius de E,<pE '■ Fx—^E, fournit par fonc- 
torialité un isomorphisme 

(2.1.19) R^fa ng*{Xa/Ta, Jx^ExE) ^ R^ fa rig* {Xa/T a, jx„,^) ^ 

dont l'image inverse par : Ta Ta est l'isomorphisme induit en coho- 
mologie convergente par (ps : Fx £ £, 

(2.1.20) R^fa conv*{Xa/Ta, Jx^F^S) ^ R^ fa conv* {X a/ Ta, Jx^S) . 

En composant les morphismes (2.1.14), (2.1.17) et (2.1.19) [resp. (2.1.15), 
(2.1.18) et (2.1.20)] on obtient le morphisme de Frobenius souhaité 

(2.1.21) (f)E„. : Fg^R" fa rig* {Xa/T a JxcE) ^ R" fa rig* {Xa/T a, jx„E) 

[resp. 
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(2.1.22) (j)£^, : Fg^W/a conv*iXa/%x,jxa^) ~^ -R*/a conv* (^q/^, j'ic,^) 

qui est l'image inverse de (f)E„. par j^J- 

D'après [Et 8, théo (3.3.1)] ou [Et 5, chap III, théo (3.3.1)] (pg^, est un 
isomorphisme : nous allons en déduire que (pEa- 6st un isomorphisme, ce qui 
achèvera la preuve du théorème. 

On a un diagramme commutatif 



(2.1.23) 




011 jg^ (resp. u'^) est la réduction mod m de j-g^ : Sa ^ Sa (resp. de 
TZ^ : 7^ — > Sa) : les j (resp. les i) sont des immersions ouvertes (resp. fermées). 

De même le triangle commutatif 




oii A est le morphisme diagonal et Ua la projection {ua est lisse), fournit un 
triangle commutatif 
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où i et i' sont des immersions fermées. 

D'après [B 3, (2.3.1)] le foncteur li*^ induit une auto-équivalence de la 
catégorie F"'-lsoc{Sa/ K) : en composant un foncteur quasi-inverse canonique 
à u*j^ (cf. [B 5, (3.1.10)]) avec l'équivalence de catégories de [Et 8, cor (1.2.3)] 
ou [Et 5, chap III, cor (1.2.3)] on constate que la donnée de l'isomorphisme 
correspond à la donnée d'un isomorphisme 

(f)M ■■ M 

de A^-modules projectifs de type fini commutant aux connexions. 

De même, d'après [B 3, (2.3.5)] le morphisme propre v de (2.1.23) induit 
l'auto-équivalence v* = m*^ de Isoc"''(iS'„/A') : en composant un foncteur quasi- 
inverse à V* avec l'équivalence de catégories de [B 3, (2 ;5 ;2) (ii)], on constate 
que la donnée du morphisme (pE^. correspond à la donnée d'un morphisme 

(pM-M" — > M 

de 74j^-modules projectifs de type fini commutant aux connexions. 

Ce qui précède peut être formalisé par un diagramme commutatif de fonc- 
teurs entre catégories 



aK 

^IS0c{Sa/K) 

oii les flèches verticales sont les foncteurs d'oubli et les flèches horizontales 
des équivalences de catégories : pour les notations et résultats cf. [Et 8, (1.1) 
et prop (1.2.1)] ou [Et 5, chap III, (1.1) et prop. (1.2.1)]. Ainsi on a un carré 
commutatif 

G{(t>M)-Q{MY — ^G{M) 

donc G{4>m) est un isomorphisme : par fidèle platitude de Àk sur on en 
déduit que 0m est un isomorphisme. Par suite 0^^. est un isomorphisme. □ 
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Connt(AÎ^) ^ "^^^"J^'"^ lsoc\SJ K) 



(2.1.25) 



Conn^(ix) 



r(5„ 



^3 



■IS0c{Sa/K) 



Remarque (2.2). 

(i) En fait on a prouvé, plus précisément, que le morphisme (2.1.17) in- 
duit par Fxa/Sa ^st un isomorphisme. 

(ii) Pour construire le morphisme de Frobenius (j)Ei nous n'avons pas sup- 
posé l'existence d'un relèvement à 5 du Frobenius de S, contrairement 
à [C-T, 12.2]. 



3. Cas propre et lisse 

Théorème (3.1). Soient S un k-schéma lisse et séparé et f : X ^ S un k- 

morphisme projectif et lisse satisfaisant aux propriétés de [Et 7, (3.4-8.2), ou 
(3.4.8.6), ou (3.4.9)] ( cf [Et 5, chap II, (3.4.8.2), ou (3.4.8.6), ou (3.4.9)]). 
Alors 



(3.1.1) Pour tout entier i 0, on a un diagramme commutatif de Joncteurs 
naturels induits par f et définis dans [Et 7, (3.4.8.5)] ou [Et 5, chap II, 
(3.4.8.5)] 



F''-Isoc'^{X/K) 



F^-IsociX/K) 



frig* 



F^-Isoé{S/K) 



R'fc 



F^-IsociS/K) 



où les flèches verticales sont les Joncteurs d'oubli. 

(3.1.2) Le Joncteur R^frig* précédent est compatible aux changements de base 

entre k-schémas lisses et séparés (en particulier il commute aux passages aux 
fibres en les points Jermés de S), c'est-à-dire : pour tout carré cartésien 




où S' est un k-schéma lisse et séparé et E e F^-Isoc\X/K) on a un iso- 
morphisme de changement de base 

g*RJ,,,^{E)-^R^J^,^,{g'*{E)) 
compatible aux connexions et aux Frobenius. 

Démonstration. 

Pour (3.1.1). Vu la définition locale sur S de iïVng* [cf [Et 7, (3.4.8.5)]) 
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on peut supposer S affine lisse et connexe et se ramener au cas de [Et 7, 
(3.4.8.2)] : alors / est relevable comme dans le théorème (2.1) ci-dessus qu'il 
suffit d'appliquer, d'oià la conclusion. 



Pour (3.1.2). Soient V = Spec Aq 
Spec Bq ^ S' un ouvert affine de V 



S un ouvert affine de S* et F = 
S' Xs V ; on note ipvY : Y ^ V, 



le morphisme induit par g. Soient A = V[ti, t„]/(/i, .../,) une V-algcbre 
lisse relevant Aq, U = Spec A et U la, fermeture projectivc de U dans Py, 
S ei S leurs complétés formels respectifs, j-g l'immersion ouverte S ^ S, 
et posons Xy — XxsV,eiV — U mod.Tr. Si V (resp. Y) parcourt un 
recouvrement ouvert affine de S (resp. de V) alors Y parcourt un recouvre- 
ment ouvert affine de S' \ or la donnée de R^fti^*{E) (resp. de g* W f-^-ig* (E)) 
équivaut à la donnée des jyR'' frig*{E) (resp. des jYg*R'' f rig* {E)), donc la 
donnée de g* K^f rig* (E) équivaut à celle des 



fv R'frig<E) = R'Ug*(Xv/S,Exy). 

Puisque := ipyv est de type fini on peut choisir une présentation Bq — 
Aq[xi, ...,X(i]/{gi, ■■■,gs) de Bq sur Aq : notons y (resp. y) le complété formel 
de (resp. de P^), Y l'adhérence schématique de Y dans P^, -0 : y —> y le 
morphisme canonique et jy : y y, jy '■ Y Y les immersions ouvertes ; 
9 : y ^ S, 9 : y ^ S désignerons les projections canoniques. D'oii un 
diagramme commutatif 




Ainsi [B 3, (2.3.2) (iv)] 



rR'frig<Xv/S,Exy) = 9*K'Ug*{Xv/S,Exy) 



et j^9*R'U^*{Xv/S,Ex, 
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= e*f^RU^*{Xy/s,Exy) 

= 9*R'U^y.{Xv/S,Êxy) [Et 7, (3.4.4)] ou [Et 5, chap II, (3.4.4)] 

- rR'fcony'iXv/S,Èxy) = V^* (i?7conv« (£^) |^) 

= (5*(i?7conv.(^))|, 

OÙ E est l'isocristal convergent associé à E. 
De même on a 

Or le théorème [Et 8, (3.2.1)] ou [Et 5, chap III, (3.2.1)] fournit un iso- 
morphisme de changement de base 

donc par le théorème de pleine fidéhté pour les F-isocristaux de Kedlaya 
[Ked 2, theo 1.1] on en déduit un isomorphisme 

g*R^U,*{E)^R^fi,^,g'*{E) 
compatible aux connexions et aux Probenius. □ 

n 

Théorème (3.2). Soient S — jj^ 5*^ un k-schéma lisse et séparé, décomposé 

a=l 

en la somme de ses composantes connexes, et f : X ^ S un k-morphisme 
propre et lisse vérifiant la propriété V suivante : 

^ ( Il existe un ouvert dense U C Xquasi-projectif sur S tel que 
\ pour tout a e [[l,ri]] on ait Sa\f{X\U) ^ (p. 

Alors 

(3.2.1) La propriété (P) équivaut à dire que f est génériquement pro- 
jective, i.e. qu'il existe un ouvert dense V C S tel que l'application 
fv '■ Xv — XxgV V induite par f soit projective et lisse. 
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(3.2.2) Supposons k parfait, e ^ p — 1 et que le /y de (3.2.1) satisfait 
aux hypothèses de [Et 7, (3.4.8.2), ou (3.4.8.6), ou (3.4.9)]. Si E e 
F"'-ïsoc''' {X / K)p\i,t a pour image S G F"--lsoc{X/K), alors : 

(i) = i?7conv*(^) e F^-lsoc{S/K), 

(ii) // existe E^ G F"'-Isoc\S/K), unique à isomorphisme près, tel que 

soit l'image de E"^ par le foncteur d'oubli 

F"-Isoc^(,5/X) — > F^'-lsociS/K) 
E' \ — ^ ^ = £\ 

Démonstration. 

Prouvons (3.2.1). Si / est génériquement projective et lisse on prouve facile- 
ment qu'elle vérifie {V). 

Réciproquement supposons que / vérifie {V). 

Par le lemme de Chow précis de Gruson-Raynaud [R-G, I, cor 5.7.14] il 
existe un éclatement [/-admissible g : X' ^ X, avec X' quasi-projectif sur 
S : en particulier g induit un isomorphisme 

gu:U'^g-\U)^U . 

De plus, comme f et g sont propres, le morphisme composé fog : X' ^ X est 
projectif [EGA II, (5.5.3) (ii)]. L'image du fermé Z := X\U par le morphisme 
propre / est un fermé f{Z) de S et l'ouvert V = S\f{Z) = jjiS^^Xf {X -U)) 

a 

est non vide par hypothèse : comme Sa est connexe et intègre, l'ouvert non 

vide Va := Sa\f{X\U) de Sa est dense, donc l'immersion ouverte j : V ^ S 
est dominante. D'autre part l'ouvert Xy = X Xg V de X ne rencontre pas 
f~^{f{Z)), donc Xv est un ouvert de U : par suite l'isomorphisme gu induit 
un isomorphisme 

gv : Xi ^ g-\Xv)^Xv. 

Notons fv : Xy V la. restriction de / ; le morphisme composé fv ° Qv, 
restriction du morphisme projectif f o g, est lui aussi projectif : ainsi /y est 
projectif, d'oii (3.2.1). 

Prouvons le (3.2.2). Le (i) est mis pour mémoire, car prouvé en [Et 8, (3.3.1)] 
ou [Et 5, chap III, (3.3.1)]. Pour le (ii) considérons le carré cartésien 
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S 

on a un isomorphisme de changement de base en cohomologie convergente 
[Et 8, (3.3.1)] 

(3.2.2.1) fR'fcon.'{S)^R'fvcon.*{f*{£)) =: Si,: 

o\x£ désigne l'image de par le foncteur d'oubli F"-Isoc^(X/iîr) — > F"-Isoc(X/i^), 

Pour la suite de la démonstration on peut supposer 5" connexe, intègre : quitte 

à restreindre V on peut supposer V affine, lisse et connexe, V = Spec Aq. 
On utilise alors les notations introduites dans la démonstration du théorème 
(3.1) : : S = Spf A ^ S. De plus fv se relève en un morphisme projectif 
et lisse h : X ^ S s'insérant dans un carré cartésien de V-schémas formels 



fv 




où h est projectif [Et 6, théo (3.2.1)] ou [Et 5, chap I, théo (3;3)]. En 
notant Ey = K'fvrig*{Xv/S,j'*{E)), le théorème (3.1) prouve que Ey e 
F^'-lsoc^V/K). On peut appliquer le [Et 7, (3.4.4)] ou [Et 5, chap II, (3.4.4)] 
qui fournit un isomorphisme 



(3.2.2.2) 



E\ 



V 



compatible aux Frobenius. Par le théorème 2 de [Et 4], les isomorphismes 
(3.2.2.1) et (3.2.2.2) assurent l'existence de E^ e F''-lsoc\S / K) tel que 



E'^E^ et E\r^j*{E'). 

L'unicité de E'^ à isomorphisme près provient de la pleine fidélité du foncteur 
d'oubh F^-lsoc^S/K) F«-Isoc(,S/X) étabh par Kedlaya [Ked 2, theo 1.1]. 
D'où le théorème. □ 
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4. Cas fini étale 



Théorème (4.1). Soient S un k-schérna lisse et séparé et f : X S un 
k-morphisme fini étale. Alors, pour tout entier i ^ 0, f induit des Joncteurs 
canoniques 

i?7rig* : lsoc\X/K) — > Isoc\S/K) 



et 



R'Us* ■■ F^-Isoc^X/K) — > F^-lsoc^S/K) 
R^frig*{E) = pour tout i ^ 1. 



Démonstration. Soient Sq = Spec Aq S un ouvert affine et Ai, A2 deux 
V-algèbres lisses relevant Aq. On pose Si = Spec Ai, S2 = Spec A2 ; par 
la méthode du [Et 6, théo (3.1.1)] ou [ Et 5, chap I, théo (3.1)] on a des 
compactifications Si :— Pi, S2 ■— P2 de Si et ^'2 et on note Sq l'adhérence 
schématique de 5*0 plongé diagonalement dans Si x y 5*2. En désignant par /o 
la restriction de / à Xq = f'^iSo) et par Si, S2, Si, S2 les complétés formels 
de 5*1, S2, Si, S2 respectivement, le théorème (3.1.1) de [Et 6] fournit des 
carrés cartésiens, i = 1,2, 



Xi ^X. 



hi 



Si 



où hi est fini, hi est fini étale et rélève /o ; d'oià deux cubes commutatifs 
(i = l,2) 



h\xh2 



Xi^ 




Si Xy 52 



^Xi Xy X2 













hi 






Si 

.rf 

















Si Xy ^2 . 



Xi 




s:. 
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Par le théorème [Et 7, (3.4.1)] ou [Et 5, chap II, (3.4.1)] on sait que pour 
E e lsoc^{X/K) et Eo sa restriction à Xq, alors i?Vorig* (-^o/»5i, -Eq) et 
R^forig*(Xo/S2, Eq) sont éléments de Isoc^(S'o/ii') : de plus ils sont nuls pour 
i ^ 1 car hi et /i2 sont finis. De plus le théorème [Et 7, (3.4.4)] ou [Et 5, chap 
II, (3.4.4)] fournit des isomorphismes de changement de base 

U^. '■ /orig* {Xo/Si, Eq) >/orig* {Xq/Si Xy S2, , Eq ) ; 

d'oii un isomorphisme 

/orig*(-'^o/ -Eo)^^/orig*(-'^o/ ^2, Eq) , 

et cet isomorphisme vérifie la condition de cocycles pour trois rélèvements 
-S"!, -S'2, -S'a de Sq. 

Par suite / induit un foncteur 

/rig* : Isoc^{X/K) — > Isoc\S/K) 

puisque les constructions se recollent sur les ouverts de -S". On pouvait aussi 
conclure en apphquant [Et 7, (3.4.8)] ou [Et 5, chap II, (3.4.8)]. 

La construction du Frobenius étant locale, on peut, pour montrer que 
/rig* induit un foncteur 

/rig* : F"-Isoc'^(X/ii:) — > F'^-Isoc^S/K), 

supposer que S est affine et hsse. La construction du théorème (2.1) s'ap- 
plique; le morphisme (2.1.17) est alors un isomorphisme car Fx/s est un 
isomorphisme puisque / est étale : là on n'a pas besoin d'utiliser les résultats 
de Ogus via le cas convergent (oii l'on avait supposé e ^ p — 1). On en déduit 
directement que 0e . est un isomorphisme. D'où le théorème. □ 

Remarque (4.1.1). Tsuzuki a abordé dans [Tsu 1, theo (2.6.3)] la construc- 
tion de /rig* {Xq/S, — ) dans le cas fini étale, mais il n'étudie pas l'indépendance 
par rapport à 5 et ne prouve pas l'existence d'un V- morphisme fini relevant 
le /o ci-dessus. 

Théorème (4.2). Soient S un k-schéma séparé de type fini, E e Isoé{S/ K) 
et f : X ^ S un k-morphisme fini étale galoisien de groupe G. 

(4.2.1) Si S est lisse sur k, alors, pour tout entier i 0, on a des isomor- 
phismes canoniques 
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Hi,^{S/K,E) — ^ {Hi,^{S/K,U,J*E)f 
^(Hi^(X/K,rE))^. 

(4.2.2) Si k est parfait, ou si S est affine et lisse sur k, alors, pour tout entier 
i ^ 0, on a des isomorphismes canoniques 

Hi,,,.{S/K,E) {Hi,^,,{S/K,f,,,J*E)f 

^{H:,^^,{X/K,f*E)f. 

(4.2.3) Si E e F^-Isoc^S/K) alors les isomorphismes de (4.2.1) et (4.2.2) 
sont compatibles à l'action du Frobenius. 

Démonstration. Par additivité de la cohomologie rigide, avec ou sans sup- 
ports, on peut supposer, pour le (1) et le (2), que S est connexe. 

Pour le (4-2.1), la suite spectrale de Cech en cohomologie rigide nous ramène 
à S affine et lisse sur k, S = Spec Aq. On choisit une V-algèbre lisse A relevant 
Aq et on reprend les notations utilisées dans la preuve de (3.2.2) : il existe 
un carré cartésien de V-schémas formels 




et un système fondamental {V\)x = {Spm Ax)\ de voisinages stricts de ]S[g 
dans Sk et Aq > 1 tel que pour 1 < A ^ Aq on ait un diagramme à carrés 
cartésiens 



(4.2.1.1) 



5, 



K 



Vx"- 



X 



K 



avec hx fini, hx et hx finis étales galoisiens de groupe G [Et 7, (2.3.1) (2)] ou 
[Et 5, chap II, (2.3.1)(2)]. 

(4.2.1.2) Soit Ex un Oy^-iiiodule localement libre de type fini. Pour 1 < /i ^ X 
on note 
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a'^^:W^-^Wx , a'^:Wx-^XK, 
les immersions ouvertes et on pose 

A Ex = limaA^. (x*xi,{Ex), 
j'x K Ex = limaA^. a^*^ (Ex), 
/ Ex = «A* j'x Ex, 

j'I hl{Ex) = al, JÎ /il (£;a). 

Lemme (4.2.1.3). Avec les notations précédentes on a des isomorphismes 
canoniques 

(i) {hx^ K{Ex)r ^ Ex. 

(ii) [hx. hljl Exf ^ jI Ex. 

(iii) {hK. h*j, jt Exf ^ jt ^A- 

Démonstration du lemme (4-2.1.3). 

(i) Comme Ex est localement libre de type fini on a un isomorphisme 

hx. hl{Ex) hx. KiOvJ ®Ov^ Ex, 

et l'action de G sur le membre de gauche se fait par l'intermédiaire de 
hx* h\{Ov)^) puisque G agit trivialement sur Ex : on est ramené au cas 
E — Ov^ qui a été prouvé dans la proposition [Et 7, (2.3.1)] ou [Et 5, 
chap II, (2.3.1)]. 

(ii) On a des isomorphismes 

hx. K jI Ex ~ hx. j'I K Ex [B 3, (2.1.4.7)] 

- iî hx* K Ex [Et 7, (3.1.4.1)] ou [Et 5, chap II, (3.1.4.1)] 
~ hx. hl Ex ®Oy^ jl Oy, [B 3, (2.1.3)(ii)]. 

L'action de G sur hx* h\ i\ Ex se fait par l'intermédiaire de hx* h*^ Ex 
puisque G agit trivialement sur j\[Ov^ ' le (ii) résulte alors du (i). 

(iii) La preuve est semblable à celle du (ii) en utilisant cette fois [B 3, 
(2.1.4.8)] et [Et 7, (3.1.4.2)] ou [Et 5, chap II, (3.1.4.2)]. D'où le lemme. 
□ 
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Soit E G Isoc^(5'/i^) : on choisit le Vx comme ci-dessus de sorte qu'il 
existe un Cy^-module localement libre et cohérent Ex tel que j^Ex soit une 
réalisation de E. 



La cohomologie rigide H*^^{S/K; E) est, pour 1 < /i ^ A, la cohomologie 
des complexes 



Rr{V^; ilE, ®Oy^ Q-^^/^) <=- RV{Vx^ jIEx ®Oy, ^*v,,k) 

(4.2.1.4) 

où la première flèche (resp. la deuxième) est un isomorphisme (resp. un quasi- 
isomorphisme) , oii M := T(yx;jl Ex) est un Aj^-module projectif de type 
fini à connexion intégrable [B 3, (2.5.2)], oii ^v^/k localement libre de 
type fini sur le faisceau cohérent d'anneaux Oy^ [Et 7, (2.3.1)(2)] ou [Et 5, 
chap 11, (2.3.1) (2)] et où est un Aj^-module projectif de type fini [Et 4, 

1.3]. 

De même la cohomologie rigide 

H:,^{S/K; Aig* /* E) {resp.H:,^{X/K; f E)) 
est la cohomologie des complexes 

(4.2.1.5) Rr{Vx; hx* hl{j{Ex) ®Oy^ O^^/^,) 
[resp. des complexes 

(4.2.1.6) RT{Wx-, K{j{Ex) 0o^^ n;,^/^) ]. 

Or la formule de projection, jointe au fait que hx est étale, fournit des iso- 
morphismes 

hx^KUlEx) ®Oy, ^'v,iK - hAK jIEx ®o„^ K{Çl'y^f^)) 

(4.2.1.7) 

~ hx*{hl3lEx®o^^^'w,/K) ; 



27 



donc les complexes (4.2.1.5) et (4.2.1.6) sont quasi-isomorphes puisque hx est 
fini. 



Compte tenu du lemme (4.2.1.3) les isomorphismes 

H\^{S/K-E) ^ Hl,^{S/K-U^,rEf 



^Hl,^{X/K;rEf 
s'établissent comme [Et 1, (3.1.1)]. 

Pour le (4-2.2), comme la cohomologic rigide ne dépend que du schéma 
réduit sous-jacent, on supposera S réduit : si k est parfait il existe alors 
un ouvert dense U "-^ S avec U affine et lisse sur k et Z := S \ U de dimen- 
sion strictement plus petite que celle de S [Et 2, dém. du théo 3]. De plus 
H^{G,Hi,^^XSlK,U^. rE)) = pour j ^ 1 [S 2, VIII, § 2, cor 1 de prop 
4] ; par fonctorialité en E de la cohomologie rigide à supports on en déduit 
un morphisme de suites exactes longues 



^Hi,^^,{U,E\u) 



HiUS, E) 



[Hlig,ciU, fur:ig*fuE\u)) 



G 



^Hi^AZ,E\z) 



[Hlig^Z, fzr:ig*fzE\z)) 



G 



Par récurrence sur la dimension on est ramené à montrer l'isomorphisme du 
(4.2.2) pour 5" affine et lisse sur k. 

Reprenons les notations utilisées pour la démonstration du (4.2.1) et 
considérons le diagramme commutatif à carrés cartésiens 



(4.2.2.1) 



hx 



La cohomologie à supports H*-^^ ,,{S/ K; E) 

[resp.H:,^AS/K;U,, f E),resp.H:,^AX/ K; f E)] 
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est la cohomologie du complexe 

(4.2.2.2) RFiVyjiEx ®Oy^ ^'y^jj, ixJlUlE^ ®Oy^ K^,k)) 
[resp. 

(4.2.2.3) RV{Vy, hx^hlUlEx) ®Oy, K^,k ^ ix*il.{hx*hl{j^xEx) ®Oy, K^/k))'^ 
resp. 

(4.2.2.4) RT{W^-hl{3lE^ ®o^^ ^'^^j^ -> z'^j'*{hl{jiE^) ®o^^ ^w,/k))]- 

Le théorème de changement de base pour un morphisme propre [Et 7, 
théo (3.3.2)] ou [Et 5, chap II, théo (3.3.2)] fournit des isomorphismes 

i\*i*x{hx*hl{j[Ex) ®Oy^ ^^^J ^ ixJlhx*{h*x{jiEx) ®Ow^ ^wj 

- ^x*h'^MKAEx ® n'^^) - hxJxJxihlAEx ®o„^ ^w,) ; 

donc via (4.2.1.7) les complexes (4.2.2.3) et (4.2.2.4) sont quasi-isomorphes 
puisque hx est fini. L'isomorphisme (4.2.2) du théorème (4.2) en résulte, 
compte tenu de (4.2.1.3) (ii). 

Pour le (4-2.3), on peut supposer S connexe affine et lisse sur V comme ci- 
dessus, dont on reprend les notations ainsi que celles de [Et 7, (2.3.1) (2)] (cf 
[Et 5, chap II, (2.3.1) (2)]). On fixe un relèvement F^t : ^ 



du Frobenius de Aq [resp. de Bq] comme dans [Et 5, (1.2)] : par extension 
des scalaires on en déduit F^^ : Ak Ak et Fg^ : Bk Bk- On a vu en 
(1.2.4) qu'on dispose de carrés cartésiens oii et sont finis : 



Sk = Spm {ÀkY = Spm{A^] 



(4.2.3.1) Ps^=Sp Fa^ 

Sk = Spm {ÂkY ^ Vx = Spm{Ax) 

et 
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Xk = Spm {ÈKf ^ = Spm{B^) 

(4.2.3.2) F^K=SpFë^ n, 

Xk = Spm {BkY V,, = Spm{Bx) ; 

plus précisément, étant donné A on trouve // de la façon suivante : en fixant 

des générateurs {xi} de B\ sur A\ comme dans la preuve de [Et 7, (2.3.1) 
(2)], les éléments F^^{xi) sont entiers sur Ax C A^^, donc a fortiori sur B]^ = 
lim By : il existe donc 1 < /x ^ A tel que pour tout i on ait F^^{xi) G B^. 

n 

Comme dans la preuve de [Et 7, (2.3.1) (2)] on peut aussi supposer que pour 
tout i et tout g E G on a gj^^{xi) G B^. Ainsi : — > W\ (resp. 
g\ '■ W^A ~^ W^A est induit par Fgt : -B^ — > -B^ (resp. g^^ : B^ ^ B'^) ; pour 
prouver le lemme suivant : 

Lemme (4.2.3.3). 

il suffit de prouver le 
Lemme (4.2.3.4). 

9b^ o-^Bt = -Fet ogr^t- 

Or g & G induit un morphisme : -'^ — -'^ tel que gx ° Fx — Fx o gx, 
puisque gix"^) — g{xY pour toute section x de Ox ; d'oii un diagramme com- 
mutatif 



Fx 



(4.2.3.5) 



X 



9x 



X 



7Tx 



® 



X 



ax 



"x/s 



X 



Le carré commutatif (T) se relève en le carré commutatif 
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(4.2.3.6) 



9st 



Et 



Et (g) . 



Par l'équivalence de catégories B^ i — )• de la catégorie des At-algèbres 
finies étales dans la catégorie des Ao-algèbres finies étales [Et 3, théo 7], on 
relève le carré commutatif (2) en le carré commutatif 



•^St/At 



Et ® ^t ^ 

(4.2.3.7) 9Bt®iAt 



9st 

Et (g) At — ^ Et 

Par composition on a prouvé (4.2.3.4), donc (4.2.3.3). 

Compte tenu de la commutation (4.2.3.3) et de la définition de la coho- 
mologie rigide (resp. de la cohomologie rigide à supports compacts) donnée 
en (4.2.1.4), (4.2.1.5), (4.2.1.6) [resp. en (4.2.2.2), (4.2.2.3), (4.2.2.4)] les iso- 
morphismes (4.2.1) et (4.2.2) du théorème (4.2) sont compatibles à l'action 
du Probenius. □ 

Dans la preuve du théorème (4.2) on a montré au passage : 

Lemme (4.3). Si S est un k-schéma séparé de type fini, f : X — > S 
est fini étale (non nécessairement galoisien) et E E Isoê {X / K) on a des 

isomorphismes canoniques 

(1) Hl,^{X/K-E)^Hl,^{S/K-U^, E). 

(2) Hl,^^^{X/K-E)^Hl,^^^{S/K-U^, E). 

(3) Si de plus E G F"'-Isoc^ {X / K) les isomorphismes du (1) et (2) com- 
mutent à l'action de Frobenius. 

Remcirques (4.4). 

(i) Les résultats du lemme (4.3) sont donnés par TsuzTiki dans [Tsti 1, cor 
(2.6.5) et (2.6.6)], sans précisions de démonstration, notamment pour le 
(2) du lemme : nous y avons utilisé le théorème de changement de base 
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pour un morphisme propre [Et 7, (3.3.2)] ou [Et 5, chap II, (3.3.2)], qui 
n'est pas mentionné par Tsuzuki. 
(ii) Le (4.2.2) du théorème (4.2) est une étape essentielle pour établir 
la finiture de la cohomologie rigide à supports compacts à coefficients 
dans un F-isocristal surconvergent unité à partir de la finitude de la 
cohomologie cristalline via la suite exacte longue de localisation en 
cohomologie rigide, la preuve de cet isomorphisme crucial n'apparaît 
pas dans la démonstration du théorème 6.1.2 de [Tsu 1]. 



5. Cas plongeable 

5.1. On suppose donné un diagramme commutatif 



3T 



SpfV 



dans lequel / est un morphisme de /c-schémas séparés de type fini, h et p 
sont des morphismes propres de V-schémas formels, h (resp. p) est lisse sur 
un voisinage de X dans y (resp. un voisinage de S dans T), jy et jr sont des 
immersions. Désignons par T (resp. Y) l'adhérence schématique de S dans 
T (resp. de X dans 3^), / : y — > T le morphisme induit par h, iy ■ Y ^ y 
l'immersion fermée, Xi :— f (S) et fi : Xi ^ S le morphisme induit par 

7- 

On note Fs (resp. Fx) le Frobenius de S (resp. de X) (élévation à la 
puissance q — p"" sur le faisceau structural) ; d'oia le diagramme commutatif 




Théorème (5.2). 
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(5.2.1) Sous les hypothèses (5.1) supposons que h ^{S) = f ^{S) = X ; alors, 
pour tout entier i ^ 0, le morphisme f induit un joncteur 

R'fris*(X/r, -) : FMsoct(X/X) — > F"-Isoc^(5/X). 

(5.2.2) Supposons donnés des morphismes 

S'^^T^^SpfV 

où p' est un morphisme propre de V-schémas formels, S' est un k-schéma 
séparé de type fini, j' est une immersion et p' est lisse sur un voisinage de 
S' dans T . Alors le foncteur de (5.2.1) commute à tout changement de hase 
séparé de type fini S' S : en particulier ce foncteur commute aux passages 
aux fibres en les points fermés de S. 

Démonstration. 

Pour (5.2.1), soit {E,(p) G F^-lsoc\X / K) ; pour tout entier i ^ 0, on a 
d'après [Et 7, (3.4.4)] ou [Et 5, chap II, (3.4.4)] un isomorphisme 

F*sR'f.i,.{X/T, E) R'figiX^'^^/T, 7r*^/siE)). 
L'identité de S induit un morphisme 



0' : iï7S(^(''V^,^x/5(^))— 

-RVrig* {X/ T,Fx{E)), 
et le Frobenius (p de E induit un isomorphisme 

R^fvig*iX/T, FxE) — > R^fj,ig^:{X/T, E). 
Par composition de ces trois morphismes on obtient le Probenius de R' frig^,{X / T , E) 

(5.2.3) 0^ : F*sR'f,ig,{X/T, E) R'f,,g,{X/T, E) 

et il s'agit de prouver que 0* est un isomorphisme : pour ça il suffit de prouver 
que c'est le cas pour On sait déjà que est un morphisme d'isocristaux 
surconvergents : d'après [B 3, (2.1.11) et (2.2.7)] il suffit de montrer que 9'^ 
induit un isomorphisme dans la catégorie convergente Isoc(S'/7^) ; d'après [B- 
G-R, 9.4.3/3 et 9.4.2/7] il suffit de le vérifier après passage aux fibres de ^* en 
les points fermés s de S. Pour un tel point s notons V(s) = W{k{s)) et 
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K{s) le corps des fractions de V{s). D'après [Et 7, (3.4.4)] on a un diagramme 
commutatif 



Hl,^{XÏ'^^/K{s), E^,,,) Hl,^{X,/K{s), F^^{ExJ) 

Hl,^^^{X^^/K{s), ^ Hl,^^,{Xs/K{s), F*^SExJ) 

où les flèches verticales sont des isomorphismes ; or la flèche horizontale 
inférieure est un isomorphisme par [E-LS 1, prop 2.1, oii il faut supposer 
X lisse sur dans le cas de la cohomologie sans support]. D'oii (5.2.1). 
L'assertion (5.2.2) résulte de [Et 7, (3.4.4)]. □ 
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